
من: جلسة پيش به اين پرسش از آزمون پرداختيم:
روی محور عددها جای چهار عدد c ،b ،a و d نســبت به هم در شــكل 
زير مشخص و نمايش داده شده است. جای ميانگين آن ها را روی همين 
محور تعيين كنيد و برای ادعای خود دليل بياوريد. )فاصلة a تا b برابر با 

فاصلة b تا c و برابر با نصف فاصلة c تا d است.(

 c=a+2s و سومی را b=a+s گرفت و دومی را a ندا به كمك من عدد اول را
و بالاخره عدد چهارم را d=a+4s گرفت. سپس ميانگين را حساب كرد:
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s از عدد سوم، 
او به ســادگی توانســت حكم كند كه ميانگين به مقدار 4

يعنی a+2s، كوچك تر است. اما قرار شد باز هم به اين مسئله بپردازيم.

زهرا: بعد از بحث جلســة پيش من راه حــل كوتاهی پيدا كردم. خيلی 
ساده، ميانگين a و b را u، و ميانگين c و d را نيز v ناميدم. فهميدم كه 

عدد u وسط a و b جای گرفته و عدد v نيز وسط c و d نشسته است.

حــالا تلاش می كنم جــای ميانگين u و v را روی محــور پيدا كنم. اين 
ميانگين را m می نامم. اگر فاصلة دو عدد a و b را مانند گذشته s بگيريم، 
 s5
4 s5 است. پس وسط آن دو كه جای m است، بايد 

2 فاصلة u تا v برابر با 
s5 عقب تر باشد. 

4 از هر كدام فاصله داشته باشد. يعنی m بايد از v به اندازة 
 s1
4

از آنجا كه c به اندازة s از v عقب تر اســت، پس m بايد از c به اندازة 
عقب تر باشد. اين همان چيزی است كه با استدلال های قبلی دريافته بوديم.

مليکا: زهرا ميانگين دو عدد را درســت وسط آن دو گرفته است. اين با 
تمام آنچه جلســة پيش گفتيم مخالف است. يادم هست كه شما تأكيد 
كرديد كه ميانگين ممكن اســت هر جايی قرار بگيــرد. تنها می توانيم 
مطمئن باشــيم كه از بزرگ ترين عدد كوچك تر است و از كوچك ترين 

عدد نيز بزرگ تر است.

من: آنچه جلســة پيش گفتيم دربارة ميانگين چند عدد بود نه دو عدد. 
دربارة دو عدد زهرا درســت حكم كرده اســت و محــض احتياط از او 

می خواهم كه اين بخش از استدلالش را كامل كند و توضيح دهد.

a است كه می توان آن  b+
2

زهرا: ميانگين دو عدد a و b بنا بر تعريف 
b نوشــت. بنابراين ميانگين  aa −+ 2

a يا  b a a+ + −2 2 2 2
را به صورت 

دو عدد a و b درست به اندازة نصف اختلاف a و b، از a بزرگ تر است.

من: استدلال زهرا تقريباً درست است. يك دقيقه وقت داريد تا فكر كنيد 
و آن را تصحيح كنيد.

الهام )پس از چندی(: فكر می كنم زهرا بی آنكه بگويد، فرض كرد كه a از 
b كوچك تر است و آنچه را در شكل های قبلی ديده بود، فرض گرفت. به 
b هميشه عددی مثبت است و بنابراين  a−

2 همين دليل تصور كرد كه 
، يعنی نصف  b a−

2
b به مقدار  aa −+ 2

حكم كرد كه ميانگين، يعنی 
اختلاف دو عدد، از عدد كوچك تر يعنی a، بزرگ تر اســت. درصورتی كه 
b عددی منفی  a−

2
ممكن اســت a از b بزرگ تر باشد و در اين حالت 

است و بايد حكم كرد كه ميانگين به مقدار نصف اختلاف دو عدد، از عدد 
بزرگ تر يعنی a، كوچك تر است.

يعنی باز هم می فهميم كه ميانگين درست وسط دو عدد جای می گيرد و 
اگرچه باز هم به همان نتيجة قبلی كه زهرا گفت می رسيم، ولی زهرا در 

استدلال خود بايد همة فرض هايش را به روشنی بيان می كرد.

من: الهام عالی استدلال كرد، ولی هنوز استدلال اصلی زهرا ناقص است. 
راه حل زهرا بســيار ساده و زيباست، ولی او بخش مهمی از استدلالش را 
بيان نكرده اســت. باز هم وقت داريد اســتدلال زهرا را برای يافتن جای 

m نقد كنيد.

پريسا )پس از دو دقيقه(: من نمی دانم ايراد استدلال زهرا كجاست، ولی 
همان استدلال را با كمی تغيير در همين مسئله به كار بردم و نتيجه ای 
عجيب گرفتم! من اول سراغ ميانگين a و c رفتم و ديدم كه ميانگين آن 
دو خود b اســت. ميانگين خود b و b اين بار به عنوان ميانگين دو عدد 
قبلی نيز به روشــنی خود b اســت. بالاخره ميانگين d و b هم به عنوان 
ميانگين قبلی ها عدد m اســت كه از c بزرگ تر اســت؛ زيرا بايد درست 

وسط b و d قرار داشته باشد.

زهرا: من الان فهميدم كه بخش مهمی از استدلالم را نگفته ام. من بايد 
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اين جوری آغاز می كردم كه:
 a b c d a b c d
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برابری های بالا نشان می دهند كه چرا من می توانم به جای محاسبة 
ميانگين چهار عدد، ابتدا ميانگين دو تا از آن ها را حساب كنم و مثلاً 
 v بنامم. سپس ميانگين دو تای ديگر را حساب كنم و آن را u آن را
بنامم. در آخر ميانگين u و v را حساب كنم و مطمئن باشم كه اين 

ميانگين، ميانگين چهار عدد ابتدايی خواهد بود.

پريسا: خب چرا همين كار با ترتيب ديگر به نتيجة ديگری رسيد؟ 
من هم همين كار را كردم!

اعظم: پريســا تو همين كار را نكردی! تو ميانگين a و c را حساب 
a اســت.  c b+ =2

كردی و برابر با b شــد. يعنی توجه كردی كه 
 b d k+ =2

ســپس ميانگين b و d را حســاب كردی. پس داريم 
حالا انتظار داری كه اين k ميانگين همان چهار عدد باشــد. ولی با 

جاگذاری می بينيم كه:
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يعنی آنچه محاسبه كرده ای ميانگين a و c، و d و d است. می توانستی 
شــبيه زهرا پيش بروی. يعنی اول ميانگين a و c را محاسبه كنی و 
مثلاً آن را u بنامی. بعد ميانگين b و d را v بنامی و در آخر ميانگين 

u و v را پيدا كنی؛ اين جوری:
a c b d

a b c d u vm
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اما در اين مسئله، از آنجا كه b واقعاً ميانگين a و c است، داريم:

 b dba b c dm
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يعنی می توانســتی وســط b و d را پيدا كنی و مثلاً v بنامی و بعد 
وســط v و b را پيدا كنی و ادعــا كنی كه جای ميانگين چهار عدد 
مسئله را پيدا كرده ای. به ســادگی می توان بررسی كرد كه اين راه 

همان نتيجة قبلی را می دهد.

مريم: زهرا ابتدا ميانگين a و b را حســاب كرد. اعظم هم راه پريسا 
را اصــلاح كرد و در نتيجه ابتدا ميانگين a و c را حســاب كرد. اما 
شايد بهتر باشــد كار ديگری بكنيم و تنها راه باقی مانده را آزمايش 
كنيم. يعنی ابتدا ميانگين a و d را حساب كنيم و آن را u بناميم و 
البته حواسمان هست كه اين u همان c است؛ زيرا بنا بر فرض های 
مسئله، c درست وسط a و d نشسته است. حالا سراغ ميانگين a و 

ca می رويم و آن را v می ناميم: d b cu c , v+ += = =2 2

حــالا بنا بر توضيحاتی كه زهرا در اســتدلال كامــل خود گفت، كافی 
اســت كه وسط v و c را پيدا كنيم و مطمئن خواهيم بود كه آنجا جای 
ميانگيــن چهار عدد c ،b ،a و d روی محور خواهد بود. به روشــنی هم 
می بينيم كه اين ميانگين يا همان وســط v و c، بــه اندازة يك چهارم 

فاصلة b و c از عدد c عقب تر است.

به اين ترتيب مشخص كردن جای ميانگين ساده تر از حالت هايی است كه 
زهرا يا پريسا و اعظم انجام داده بودند.

من: خيلی عالی شد. موضوع جالب تری خود را نشان داد. ببينيد زهرا يك 
موضوع ساده را نوشت:
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و نتيجه گرفت كه برای محاســبة ميانگين چهار عدد كافی است كه آن 
چهــار عدد را در دو گروه دو تايی دســته بندی كنيم و بعد ميانگين هر 
گروه را بيابيم و در نهايت ميانگين آن دو ميانگين را محاســبه كنيم. در 
اين صورت می توانيم مطمئن باشيم كه عدد به دست آمده ميانگين چهار 
عدد نخســت خواهد بود. خود او در محاسبه هايش a و b را در يك گروه 
گرفــت و خود به خود دو عدد ديگر در گروه بعدی جای خواهند گرفت. 
پريســا در راه خودش a و c را در يك گروه گرفت. او می خواست از اين 
بخش فرض كه می گفت b از a و c به يك فاصله اســت استفاده كند تا 

پيدا كردن a و c ساده و بی دردسر پيش برود.
تنهــا حالت باقی مانده اين بود كه عدد a را بــا d در يك گروه بگيريم. اين 
حالت هم ساده پيش رفت. زيرا بنا بر فرض های مسئله، c درست وسط a و 
d نشسته است و بنابراين ميانگين a و d خود c خواهد بود. بعد هم ديديم كه 
ادامة محاسبه و استدلال در اين حالت از همة حالت های ديگر ساده تر است. 
موضوع جالبی كه گفتم همين است. وقتی يك استدلال و روش حل درست 
پيدا می كنيد، بی درنگ آن را ننويسيد. ممكن است با كمی دستكاری بتوان 
همان اســتدلال را ساده تر و روان تر نوشت و بيان كرد. الان اين يك مورد را 

ديديد. در آينده كم كم موردهای مشابه را گوشزد خواهم كرد.

ســايه: وقتی در آزمون با اين مسئله روبه رو شدم، واقعاً به نظرم سخت و 
عجيب وغريب آمد. جلســة پيش هم با اينكه راه ندا را ديدم، باز هم نظرم 
عوض نشــد. ولی با توجه به راه حل های امروز می توانم بگويم كه ســؤال 
بدخيمی نبوده است. البته همچنان نمی دانم چرا اين چيزها به ذهن خودم 

نرسيد!

من: خوش حالم كه مســئله را خوش خيم می بينيد و از خود انتظار داريد 
كــه راه حل ها را خودتان بيابيد. اميدوارم كم كم پيشــرفت كنيد و چنين 
روش هايی را در ذهن خود بســازيد. هنوز با اين مسئله كار داريم و به آن 

خواهيم پرداخت.
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برای مطالعة قسمت اول 
رمزينه را پويش كنيد.


